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اشاره
مبحــث مربع‌هاي لاتين كيي از بخش‌هاي جديد در رياضيات گسســته پايه دوازدهم رشــته رياضي فيزكي 
است. در اين مقاله كه از دو قسمت تشكيل شده است، در قسمت اول سعي مي‌كنيم مفهوم‌هاي اساسي در مورد 
مربع‌هاي لاتين و كاربردهايي از آن را بيان كنيم. ســپس مربع‌هاي لاتين متعامد و روش‌هاي ســاختن آن‌ها را 
همراه با كاربرد آن بررسي مي‌كنيم، سعي شده است علاوه بر روش كتاب‌ درسي روش‌هاي ديگري نيز بيان شوند. 
همچنين به مسئله‌هاي كتاب نيز اشاره‌اي شده است. در قسمت دوم كاربردي از مربع‌هاي لاتين را در مورد ساختن 

مربع‌هاي جادويي بيان مي‌كنيم.

کلیدواژه‌ها: مربع‌های لاتین، اویلر، جدول یکلی، مربع‌های لاتین متعامد

در مربع‌ 4 × 4 شــكل 1، ســعي كرده‌ايــم از چهار نوع 
نماد رنگ‌آميزي يا ســايه استفاده كنيم، به‌طوري كه هيچ دو 
مربعي در كي ســطر و هيچ دو مربعي در كي ستون، رنگ يا 
ســاية كيسان ندارند. چنين مربع‌هايي را »مربع‌های لاتین«1 

می‌نامند.
توســعة منظم مربع‌های لاتین به‌وســیلة اویلر در سال 
1779 شــروع شــد و توســط کیلی )1890 ـ 1877( در 
مورد جــدول عمل روی گروه‌ها بهک‌ار برده شــد. چون اویلر 
برای نام‌گذاری این مربع‌ها از حروف لاتین اســتفاده میک‌رد، 
به همیــن دلیل این مربع‌ها به نــام مربع‌های لاتین معروف 
شدند. در ســال 1930، مفهوم آن یک‌بار دیگر وقتی تئوری 
»شــبه گروه‌ها«2 مطرح شد به کار برده شد. مربع‌های لاتین 
در مبانی هندسه‌های متناهی نیز نقش مهمی را ایفا میک‌نند؛ 
موضوعی که هم‌اکنون نیز در حال توسعه است. همچنین در 
سال 1930 بزرگ‌ترین زمینة کاربرد مربع‌های لاتین توسط 
فیشر3 مطرح شد که آن‌ها را در دیگر ساختارهای تریکبیاتی 
در طرح آزمایش‌های آماری بــه کار برد. به‌طور کلی مبحث 
مربع‌هــای لاتین، جدا از بحث تریکبیــات، به نام »طرح‌های 

تریکبیاتی«4 معروف است. 

ســاده‌ترین و کاربردی‌ترین نمایش ایــن مربع‌ها به این 
صورت است که به جای حرف‌ها یا نمادهای دیگر از عددهای 

طبیعی یا عددهای صحیح نامنفی استفاده کنیم. 

 n از x روی یک مجموعة n تعریف: یک مربع لاتین از مرتبة
شی یا نماد، یک آرایة n×n شامل n  سطر و n ستون است، 
‌به‌طوری که هر شــی یا نماد فقط یک بار در هر سطر و فقط 
یک بار در هر ستون واقع شده باشد. یعنی هر شی یا هر نماد 

در هیچ سطر و هیچ ستون آن تکرار نشده باشد.

یــک مربع لاتین از مرتبة 4 به‌صورت شــکل 3 اســت. 
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مشاهده میک‌نید که در هر سطر و در هر ستون هیچ دو عدد 
مساوی وجود ندارد.

بنابراین، 

در یــک مربع لاتین  L که روی یــک مجموعة X تعریف 
می‌‌شود، هر خانه یا درایه، شامل عضوی از X است، به‌‌طوری که 
هر سطر L یک جایگشت از X  و هر ستون L نیز یک جایگشت 

از X است.
چنین مربع‌های لاتینی را چرخشی یا دوری نیز می‌نامند. 
در شــکل 3 یک مربع لاتین n×n چرخشی را روی مجموعة، 
}X=}1 ,2,3 ,... ,n -1 ,n مشــاهده میک‌نید. در سطر اول 
تمام اعضای X، یعنی n, ...,2, 1 نوشــته شــده‌اند. سپس با 
تبدیل دوری عددها به‌صورت زیر در ســایر ســطر‌ها نوشته‌ 

شده‌اند:
n n n→ → − → − → → → →1 1 2 000 3 2 1

می‌توانیم این‌گونه نیز مطرح کنیم که از ســمت چپ، هر 
خانه به اندازة n -1 خانه به سمت راست انتقال یافته است.

فعالیت: اگر داشته باشیم: }X=}1 ,2,3 , ... ,n، یک مربع 
لاتین چرخشی n×n، یا تبدیل دوری زیر بنویسید. 

n n n→ → → → → − → − → →1 2 3 4 000 2 1 1

مربع لاتین کاهش یافته5
اگر مربع لاتین خواسته شده در فعالیت‌ قبل را بنویسید، 
به مربع لاتین شــکل 4 می‌رسید. در این مربع لاتین نمادها 
یا عددهای ســطر اول و ستون اول یکی هستند. چنین مربع 

لاتینی را »کاهش یافته« یا »فرم استاندارد« می‌نامند.

تعریف: یک مربع لاتین n×n یــا از مرتبة n را کاهش 
یافته )یا فرم استاندارد( می‌نامند، هرگاه، نمادهای سطر اول و 
 , 000, n -1 همچنین ستون اول به ترتیب عددهای صحیح

2, 1, 0 یا عددهای طبیعی n, ... , 2,3, 1 باشند.
یــک مربع لاتین کاهش یافته از مرتبة 4 را در شــکل 7 

مشاهده میک‌نید.
قضیه: به ازای هر عــدد صحیح و مثبت n، همواره یک 
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مربع لاتین کاهش یافته از مرتبة n وجود دارد.

عددهای صحیح n -1 , 000, 2, 1, 0 را در اولین ســطر 
جدول n×n در نظر می‌گیریم. بقیة ســطرها با تبدیل دوری 
عددها به یکدیگر به دســت می‌آیند. برای ساختن سطر iام، 
یک انتقال دوری از اولین ســطر انجام می‌دهیم، به‌طوری که 
موقعیــت عددهای صحیح i -1 را به چپ حرکت می‌دهیم. با 

انجام این عمل سطر iام به‌صورت زیر به دست می‌آید؛
i , i, , n , , , , i− − −1 000 101000 2

مثلًا سطر دوم با انتقال دوری سطر اول یک واحد به چپ 
بدست می‌آید. پس سطر دوم به‌صورت زیر است:

1 ,2,3 ,... ,n -1 ,0 
در واقــع i را مســاوی 2 اختیار کرده‌ایم. بــا این روش 
ســاختن، در هر سطر n نماد متمایز وجود دارد و این نمادها 
هر کدام دقیقاً یک بار در هر سطر رخ می‌دهند. همین ترتیب 
برای هر ســتون نیز برقرار است. مشاهده میک‌نیم که اولین 
سطر و اولین ستون دارای مجموعه نمادهای یکسان از عددها 
 n هســتند. بنابراین یک مربع لاتین کاهــش یافته از مرتبة

ساخته‌ایم.
در شــکل6 یک نوع مربع لاتین کاهش‌ یافته را مشاهده 

میک‌نید که البته چرخشی نیز هست.
یک مربع لاتین کاهش یافته یا غیرکاهش یافته از مرتبة 

یک وجود دارد.
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فقط یک مربع لاتین کاهش یافته 2 × 2 وجود دارد:
                                          

                                                                     

دارد. ســعی کنید با نمادهای عددی آن را قبل از مشــاهدة 
شکل9 بنویسید.

 آیا اکنون می‌توانید تعــداد مربع‌های لاتین کاهش یافته
 4× 4 را مشخص کنید؟

تعداد آن‌ها چهار تاست. در ادامه آن‌ها را آورده‌ایم. 
وقتی تعداد ســطرها و ستون‌ها بیشــتر می‌شود، به طور 

بی‌سابقه‌ای تعداد مربع‌های لاتین افزایش می‌یابد.
اگر بتوانيم تعداد مربع‌هاي لاتين كاهش يافته يا استاندارد 

 nL n!(n )!−1 n×n را محاسبه كنيم، آن‌‌گاه به كمك رابطة 
  n×n و نيز رايانه مي‌توانيم تعداد كل مربع‌هاي لاتين از مرتبة
یعنی|L´n|  را محاســبه كنيم كه |Ln|  تعداد مربع‌هاي لاتين 

كاهش يافتة n×n است. 
در جــدول 1 تعداد مربع‌هاي لاتين كاهش يافته و تعداد 
كل مربع‌هــاي لاتين براي n=1  تا n = 8 آمده اســت. تعداد 
اين مربع‌ها تا n = 11 محاســبه شــده و براي n ≤12 هنوز 

ناشناخته است.
 مثلًا: 
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مربع لاتین 2 × 2 
کاهش یافته نمی‌باشد.

مربع لاتین 2 × 2 
کاهش یافته

شکل 7
CBA

B

C

نتیجه: فقط دو مربع لاتیــن از مرتبة 2 یا 2 × 2 وجود 
دارد، چرا؟

 
فعالیت: فکر میک‌نید چه تعداد مربع لاتین کاهش یافتة 
3×3 وجــود دارد؟ در کل چه تعــداد مربع لاتین 3×3 وجود 

دارد؟
مطابق شــکل 7، سطر اول و ســتون اول را می‌نویسیم. 
فکر میک‌نید a22 چه حرفی می‌تواند باشــد؟ واضح است که 
B نمی‌تواند باشــد. یا باید A باشد یا C. اما A نیز نمی‌تواند 

باشد، چرا؟

a که بــه تناقض  C=23 ، آن‌گاه بایــد:   a A=22 اگــر:
a در این صورت به‌طور مشخص سه  C=22 می‌رسیم. پس:  

درایة دیگر به‌طور یکتا معلوم می‌شوند. )شکل 8 و 9(

بنابراین فقط یک مربع لاتیــن کاهش یافته 3×3 وجود 
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شکل 8

CBA
ACB
BAC

جدول 1. تعداد مربع‌هاي لاتين
nتعداد مربع‌هاي لاتين كاهش يافتهتعداد كل مربع‌هاي لاتين
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           nn L ' ( !)( )! ! != ⇒ = × − = × × =4 4 4 4 1 4 4 3 576

1. چه تعداد مربع لاتيــن كاهش يافتة 4×4 وجود دارد؟ 
آن‌ها را بنويسيد.

سعي كنيد طريقه‌اي براي نوشتن آن‌ها مشخص كنيد.
!4 طريق براي جايگشــت عناصر ســطر اول و سپس!3 
طريــق براي بقية ســه ســطر وجــود دارد. بنابراين در كل 
مربع لاتین از مرتبة 4 وجود دارد. به همين  ! !× × =4 4 3 576
روش مي‌توان با داشــتن تعداد مربع‌هاي لاتين اســتاندارد از 
مرتبــة n، تعداد كل مربع‌هاي لاتيــن ازمرتبة n را پيدا كرد. 
 n را در تعداد مربع‌هاي لاتين استاندارد از مرتبة n!(n )!−1

. nL n!(n )!−1 ضرب مي‌كنيم كه برابر مي‌شود با: 
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2. تعداد مربع‌هاي لاتين مرتبة 3 را مشخص كنيد. )شکل 
)10

پاسخ: نشــان داديم كه تعداد مربع‌هاي لاتين استاندارد 
مرتبة 3، يعني I3، فقط یکی است. پس: 

  nL ! != × × =3 2 1 12

، در این صورت 12 مربع لاتین  { }s , ,= 1 2 3 فــرض کنیم:
روی S تعریف می‌شــوند که به‌صورت زیراند. L1 مربع لاتین 
استاندارد از مرتبة سوم است که آن را با  I3 نيز نشان مي‌دهيم. 

بقية اين مربع‌ها از روي I3  ساخته مي‌شوند.

عمليات روي مربع‌هاي لاتين
ســه نوع عمليات مي‌توانيم روي مربع‌هــاي لاتين انجام 
دهيم، به‌طوري كه مربع لاتين بودن آن‌ها حفظ شــود. يعني 
با انجام اين عمليات روي هر مربع لاتين، مربع لاتين ديگري 

به دست مي‌آيد.
1. جايگشت ستون6

2. جايگشت سطر7
3. جايگشت نمادها8، يعني نام‌گذاري مجدد نمادها بدون 

آنكه موقعيت آن‌ها نسبت به هم تغيير كند.
اگــر بتوانيم با هر كي از عمل‌هــاي فوق كي مربع لاتين 
را به مربع لاتين ديگري تبديل كنيم، مي‌گوييم اين دو مربع 

لاتين» ايزوتوپيك9« يا معادل هستند.
واضح است كه چون در كي مربع لاتين هيچ عضو تكراري 
در هر ســطر و هر ستون وجود ندارد، پس با انجام اعمال كي 

جايگشت روي آن، مربع لاتين ديگري به‌دست مي‌آيد.

نتيجه: هر مربع لاتين را كه به‌صورت استاندارد يا كاهش 
يافته نباشد، با انجام عمليات فوق مي‌توان به‌صورت استاندارد 

تبديل كرد.
بنابراين هر مربع لاتين معادل كي مربع لاتين استاندارد 
است. هر سه عمل فوق را در مثال‌هاي بعدي مشاهده مي‌كنيد. 

1. مربع لاتين ســمت راست با تعويض دو ستون از مربع 
لاتين ســمت چپ به دست آمده اســت: جايگشت ستوني. 
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2. مربع لاتين ســمت راست با تعويض دو سطر از جدول 
مربع لاتين سمت چپ به دست آمده است: جايگشت سطري.

3. مربع لاتين ســمت راست با جايگزيني عددهاي 2، 0، 
1 و 3 به ترتيب به عددهاي 0، 1، 2 و 3 از مربع لاتين سمت 
راست به دست آمده است: جايگشت نمادها يا بر چسب‌گذاري 

مجدد.

جدول كيلي و مربع‌هاي لاتين
نمونــه‌اي از جدول كيلي را در »تقارن« كه نمايشــي از 

مربع‌هاي لاتين دارد، بررسي مي‌كنيم.

كي تبديل طولپاي T كي تقارن شــكل F است، هر گاه 
. اگر تحت  T(F) F= تبديل يافتة F خود F باشــد؛ يعنــي: 
كي بازتاب تبديل يافته كي شــكل بر خودش منطبق شود، 
آن را  »نقــارن خطــي« مي‌نامنــد. اگر تحت يــك دوران با 
زاوية α كه α≥360°≤ °0 شــكل بر خودش منطبق شــود، 
آن دوران را »تقــارن دوراني« يا دوري شــكل مي‌نامند. مثلًا 
مســتطيل دو تقارن خطي دارد كه هر كدام از وسط‌هاي دو 
ضلع مقابــل مي‌گذرند. به‌علاوه دو تقارن دوراني دارد: كيي با 
اندازة زاويــه°180  و ديگري با زاوية دوران ° 360 که در هر 
دو، مرکز دوران مرکز مســتطیل است. اگر تقارن‌های خطی 
مستطیل را به H و V و تقارن دورانی °180 را به R و تقارن 
°360 را به I ، که همان »تقارن هماني« است، نشان دهيم، در 
جدول شکل14 تركيب اين تقارن‌ها را تحت تركيب تبديلات 
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مشــاهده مي‌كنيد كه نمايش مشابه كي مربع لاتين كاهش 
يافته را دارد.

نمادها در سطرها و در ستون‌ها متمايزند.

مثلاً تركيــب دو دوران °180، يعني RoR برابر دوران 360°، 
يعني I است. تركيب دوران °180 با بازتاب افقي بازتاب قائم است.

RoH=V
 فعاليت: كي پاره‌خط چند تقارن خطي دارد؟ همچنين 
‌كيپاره‌خط چند تقارن دوراني دارد؟ سعي كنيد تركيبي ازهر 
دو تقارن را مشــخص كنيد و جدول كيلي آن را بنويسيد. آيا 

اين جدول كي مربع لاتين است؟ 

مربع‌هاي لاتين در طرح‌هاي تركيبیاتي
هر چند مربع‌هاي لاتين شــامل اشــياي رياضي هستند، 
امــا صورت‌هاي متفاوتي از آن‌ها در طراحي آزمايش‌ها به كار 
مي‌روند. كي طرح آزمايشــي شــامل تخصيص پردازش روي 

واحد آزمايش است.
 فرض كنيم مي‌خواهيم پنج داروي  D، C، B، A وE را براي 
كاهش نشانه‌هاي كي بيماري مزمن تست كنيم. پنج بيمار به 
مدت پنج هفته براي اين آزمايش انتخاب شده‌اند. پنج بيمار را 
 ،W1 مي‌ناميم و پنج هفته را به ترتيب به B5 و  B4، B3، B2، B1
W5 ،W4 ،W3 ،W2 نشــان مي‌دهيم. ساختار آن را در جدول 
شكل 40 مشاهده مي‌كنيد كه با كي مربع لاتين نشان داده شده 
است. هر بيمار در هر هفته فقط كي نوع دارو را مصرف مي‌كند، 
پس در پنج هفته پنج نوع داروي متفاوت را مصرف مي‌كند. در 
هر ســتون هيچ داروي تكراري وجود ندارد. به همين ترتيب هر 
هفته هر بيمار فقط كي نوع دارو را مصرف مي‌كند. پس در هر 

هفته پنج نوع داروي متفاوت توسط پنج بيمار مصرف مي‌شود. 
در هر سطر هيچ داروي تكراري وجود ندارد.

Znروشي براي نوشتن مربع‌هاي لاتين به‌وسيلة
از نظرية اعداد، با باقي‌مانده‌هاي هر عدد صحيح بر عدد طبيعي 
n آشنايي داريم. باقي‌مانده‌هاي هر عدد صحيح و مثبت بر عدد 
صحيح و مثبت n كيي از عددهاي 000,2,1,0 يا n-1 است. مثلًا 
باقي‌مانده‌هاي هر عدد صحيح و مثبت aبر 3 كيي از عددهاي 0، 

1 يا 2 است. با استفاده از هم‌نهشتي  داريم:

a ≡
3
0 a  يا    ≡

3
a  يا 1 ≡

3
2

  Z3 =}0,1,2{ :نشان مي‌دهيم؛ يعني   Z3 اين عددها را به
.  Zn=}0،1،2 ،000 ،n-1{ :به‌طور کلی              .

بنابراین، به‌طور عادی ســطرها و ســتون‌ها در مربع‌های 
لاتین می‌توانند روی Zn  با عضوهای Zn  نمادگذاری شــوند. 
بــه این منظور عددهای هر خانه يا هــر درايه را به روش زير 

مشخص مي‌كنيم. 
              [ ]L i, j (i j)n= + ] يا پيمانه       ]L i, j (i j)mod(n)= +  

بنابراين:

{ }(i )( j )L (i, j, a i , , , n , j , , n+ += = − = −1 1 01000 1 01000 1
در سطر (i )( j )a + +1 1  ام است كه از )پيمانةjام و ستونi دراية 
i j(n+ .محاسبه مي‌شود 

در مثال زير نحوة محاسبه درايه‌ها را مشاهده مي‌كنيد.
مثال: كي مربع لاتين از مرتبة 4 بسازيد.                     
i+j)4 پيمانه( = (i )( j )a + +1 1   پاسخ:                           

مثــاً بــرای محاســبة درایــه یا عــدد واقع در ســطر 
ســوم و ســتون چهارم، یعنی a34 ، چنین عمــل میک‌نیم: 
در جدول شکل 16 محاسبة  ( )( )a a + += = + ≡ ≡

4 4
34 2 1 3 1 2 3 5 1
هر کدام نشان داده شده است.

 n ،000 ،2 ،1 اگر سطر اول و ســتون اول را با عددهای
شــروع کنیم. مربع‌ لاتین چرخشــی از مرتبة n را داریم که 

I R H V

I R H V

R I V H

H V I R

V H R I

I

R

H

V

0

شكل 15
B5B4B3B2B1

EDCBAW1

CEDABW2

DBAECW3

BAECDW4

ACBDEW5

شکل 16
3210

+ ≡
4

0 3 3+ ≡
4

0 2 2+ ≡
4

0 1 1+ ≡
4

0 0 0
0

+ ≡
4

1 3 0+ ≡
4

1 2 3+ ≡
4

1 1 2+ ≡
4

1 0 1
1

+ ≡
4

2 3 1+ ≡
4

2 2 0+ ≡
4

2 1 3+ ≡
4

2 0 2
2

+ ≡
4

3 3 2+ ≡
4

3 2 1+ ≡
4

3 1 0+ ≡
4

3 0 3
3

3210

0321

1032

2103

شکل 14

رشد آموزش ریاضی/ دورۀ سی و هشتم/ شمـــارۀ 1/ پاییز 241399



 n به پیمانه i +j -1 ،در شــکل 17 می‌بینید. در این صــورت
محاسبه می‌شود.

واقع شود، در این صورت مربعی از همان مرتبة 3 به‌دست می 
آید که به صورت مربع سمت راست شکل 45 است.

مثلًا در L3 ، عدد واقع در ســطر سوم و ستون سوم برابر 
است )a33 =1(، زیرا: 

a+ − ≡ ≡ ⇒ =
4 4

333 3 1 5 1 1

در Rn که در فوق نشان داده شده است، عدد واقع در سطر 
n ام و ستون دوم برابر 1 است، زیرا:

n n

nn n a+ − ≡ + ≡ ⇒ =22 1 1 1 1

مربع‌های لاتین متعامد10
دو مربع لاتین از مرتبة، 3 را در نظر می‌گیریم )شکل 18(.

شکل 17
nn-121
nn-1000211
1n000322
21000433

000000000000000
Rn= 000000000000000

n-2n-3000nn-1n-1
n-1n-20001nn

i j mod(n)+ −1

شکل 18
CBA
BAC
ACB

شکل 18
γβα
αγβ
βαγ

شکل 19
CγBβAα
BαAγCβ
AβCαBγ

وقتی این دو مربع، چنان روی هم نهاده شوند که هر درایه 
اولی در کنار درایة نظیرش از دومی واقع شــود، به مربع شکل 

19 می‌رسیم.
مشاهده میک‌نیم که در این مربع هیچ دو درایه‌ای یکسان 

نیستند. یعنی هر دوبه‌دوی درایه‌ها متمایزند.
وقتی از برهم‌نهی دو مربع لاتین از مرتبة n، چنین مربعی از 
مرتبة n با این ویژگی به‌دست می‌آید که نمادهای هر n2 درایه یا 

خانه متمایزند، این دو مربع لاتین را »متعامد« می‌نامند.
گاهی این دو مربع لاتیــن را مربع‌های »گریکولاتین«11 
نیز می‌نامند. زیرا به‌طور ســنتی، حروف لاتین برای مربع اول 
و حــروف یونانی برای مربع دوم به کار رفته اســت. به همین 
ترتیب اگر دو مربع لاتین شکل‌ 20 را که نمادهای آن‌ها عدد 
هســتند در نظر بگیریم و این دو مربع را چنان روی هم قرار 
می‌دهیم که هر درایه از اولی در کنار درایة متناظر آن از دومی 

چــون در مربع )S) L1 , L2 ، هر دو‌بــه دوی درایه‌ها متمایز 
هستند، در نتیجه L1 و L2  را دو مربع لاتین متعامد می‌نامند. 
می‌توانیــم  )S) L1 , L2 را به‌صورت دقیق‌تر با زوج مرتب‌هایی از 

درایه‌های L1 و L2 نیز نشان دهیم )شکل 21(.

شکل 20
321
132
213

L1

321
213
132

L2

332211
123123
211332

L1L2

بنابراین تعریف کلی‌تر زیر را داریم:

، ijL b =  2 و ijL a =  1  ، n n×  تعریف: دو مربع لاتین  
 دو مربع لاتین متعامد نامیده می‌شــوند، هــر گاه، n2  زوج 

) دو به دو متمایز باشند. یعنی هر زوج مرتب  )ij ija .b مرتب  

رخ  ( )ij ija .b از نمادها، دقیقاً یــک بار در میان n2  زوج مرتب
. i , , , n=1 2 000   j , , , n=1 2 000 می‌دهد که: 

دو مربع لاتین شکل 22 متعامدند.

شکل 21
)3،3()2،2()1،1(

S(L ,L ) =1 2 )1 ،2()3 ،1()2 ،3(
)2 ،1()1 ،3()3 ،2(

3210

L1=
2301

1032

0123

2103

L2=
3012

1230

0321

)3،2()2،1()1،0()0،3(

 S) L1 , L2( =
)2،3()3،0()0،1()1،2(

)1،1()0،2()3،3()2،0(

)0،0()1،3()2،2()3،1(

دو مربع لاتین از مرتبة n مفروض‌اند. فهرستی از n2 زوج 
مرتب شــامل درایه‌هایی در همان موقعیت به ترتیب از مربع 
اول و مربع دوم را می‌نویسیم )این عمل را روی هم قرار دادن 
یا بر هم نهــی دو مربع تلقی میک‌نیم(. این دو مربع لاتین را 
متعامد می‌نامیم، هر گاه این فهرســت شــامل n2 زوج مرتب 

ممکن از n نماد هر کدام، دقیقاً یک بار رخ دهند.
  L2 با L1 دو مربع لاتین متعامد باشند، گوییم L2 و L1 وقتی
متعامد است یا L2 نیز با L1 متعامد است. بنابراین رابطة تعامد 
در مربع‌های لاتین متقارن اســت. یعنی اگر L1  با L2 متعامد 
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باشد، L2 نیز  با L1 متعامد است. اگر L1 یک مربع لاتین از مرتبة 
n باشــد که درایه‌هایش از مجموعة x باشــند و L2 یک مربع 
لاتین از مرتبة n باشــد که درایه‌هایش از مجموعة y باشند، 
گوییم L1 و L2 مربع‌های لاتین متعامد هستند هر گاه به ازای 
هرx ∈ x  و  y∈ y یک درایه )خانه( یکتای )i,j( وجود داشته 

. L (i, j) y=2 L و  (i, j) x=1 باشد، به‌طوری که:  
در واقــع L1 و L2 را چنان روی هم می‌گذاریم که هر خانة 

( )( )L i, j ,L (i, j)1 2
)i,j( توسط زوج مرتب 

پر شــود سپس، L1 و L2 را متعامد می‌نامیم. اگر و فقط اگر 
این انطباق یا روی هم‌گذاری شامل هر زوج مرتب از x×y باشد.

مرتــب،  زوج   16 هــر  قبلــی  مثــال  در 
,i) در این کنــار هم‌گذاری يا این  j) { , , , } { , , , }∈ ×01 2 3 01 2 3

نوع بر هم نهی رخ داده است.
در حالت کلی، ساختن مربع‌های لاتین متعامد ساده نیست.

مربع‌های لاتین متعامد از مرتبة یک وجود دارند، زیرا در 
شــرایط تعریف صدق میک‌نند، اما جذابیتی ندارند. به همین 

n در نظر می‌گیرند. دلیل بعضی از کتاب‌ها 1<
به ســادگی می‌توان نشان داد که مربع‌های لاتین متعامد 
از مرتبــة 2 وجود ندارند، زیرا فقط دو مربع لاتین از مرتبة 2 

وجود دارند که آن‌ها را در شکل23 مشاهده میک‌نید.

 )S) L1 , L2  یــک مربع لاتین اســت، امــا L1 و L2 متعامد 
نیستند، چرا؟

در مثال‌های قبلی مربع‌های لاتین متعامد از مرتبة 3 و 4 
را مشــاهده کردید. می‌توان دو مربع لاتین متعامد از مرتبة 5 
را نوشــت، اما دو مربع‌ لاتین متعامد از مرتبة 6 وجود ندارند. 

L1 و L2 دو مربع لاتین هســتند. اگر n  فرد باشد، متعامد 

در سطر iام و ستون jام است.  (i )( j )a + +1 1 نیز هستند. درایة 
. بایــد یک درایة یکتای  ( ) n na, b Z Z∈ × فرض کنیم : 

)i,j( پیدا کنیم، به‌طوری که:       
[ ]L i, j b=2 ]  و‌    ]L i, j a=1

در واقع دستگاه زیر باید برای i و j جواب یکتا داشته باشد:
n n n n

i j a, i j b i a b, j a b+ ≡ − ≡ ⇒ ≡ + ≡ −2 2

چون 2 برای n های فرد، در Zn دارای وارون است که برابر 
n می‌شود، در نتیجه: +1

2
( )

n ni a b+
≡ +

1
2         

( )
n nj a b+
≡ −

1
2   

بنابراین:
n فرد باشــد، آن‌گاه مربع‌هــای لاتین متعامد از  اگر 1<

مرتبة n وجود دارند.
در ادامه برای نمونه مطابق قاعدة بیان شــده، ساختن دو 
مربع لاتین متعامد از مرتبة 5 و دو مربع لاتین متعامد از مرتبة 

7 را مشاهده میک‌نید. )شکل 24(

شکل 23
21

L1= 12
12

L2= 21

2112S) L1 , L2( =
1221

در حدود 200 سال قبل، اویلر حدس زد که مربع‌های لاتین 
n وجود ندارند. این حدس  k= +4 متعامــد از مرتبة n اگر 2
برای n= 6 توســط تاری12 در سال 1990 ثابت شد،  اما بقیة 
n اســت، رد شد. در سال‌های 1959  > 6 حدس که برای هر 
و 1960، باس، پارکر و شری‌خانده13 ثابت کردند که به ازای 

، مربع‌های لاتین متعامد از مرتبة n وجود دارند. n > 6 هر 

روش‌هایی برای ســاختن مربع‌های لاتین متعامد از 
) n مرتبة فرد )1<

Z به‌صورت زیر تعریف میک‌نیم: 
n
دو مربع لاتین روی 

                  [ ]L i, j (i j)mod n= +1 و [ ]L i, j (i j)mod n= −2

شکل 24
43210

L1=

04321

10432

21043

32104

12340

L2=

23401

34012

40123

01234

4132231400

S) L1 , L2( =

0243342011

1304403122

2410014233

3021120344

به‌طور نمونه: 

ij (i )( j ) i jL a a ?+ + = + = = ≡ 
5

1 1 1

ij (i )( j ) i jL b b ?+ + = − = = ≡ 
5

2 1 1

( )( )a a + += = + ≡
5

34 2 1 3 1 2 3 0

( )( )b b + += = − ≡− ≡
5 5

34 2 1 3 1 2 3 1 4

( )( )a a + += = + ≡
5

45 3 1 4 1 3 4 2

( )( )b b + += = − ≡
5

45 3 1 4 1 3 4 4

ویژگی‌هایی از مربع‌های لاتین متعامد
1. طبق تعریف مربع‌های لاتین از مرتبه یک وجود دارند، 

n اختیار میک‌نند. اما معمولاً 1<
2. مربع‌های لاتین متعامد از مرتبة 2 وجود ندارند.

3. مربع‌های لاتین متعامــد از مرتبة 3 ،4 و 5 وجود دارند، 
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اما ثابت می‌شود مربع‌های لاتین متعامد از مرتبة 6 وجود ندارند.
که n عددی طبیعی اســت. ثابت  n > 6 4. بــه ازای هر
می‌شــود دو مربع لاتین متعامد از مرتبــة n وجود دارند. در 

مورد n فرد آن را ثابت کردیم. 

معیاری برای متعامد نبودن دو مربع لاتین
اگر دو مربع لاتین 

)  و   ){ }ijL i, j, a i , , , n, j , , , n= =1 1 2 000 1 2 000

 ( ){ }ijL i, j, b i , , , n, j , , , n= =2 1 2 000 1 2 000

 ij kra a a= = از مرتبه n داشــته باشــیم، به‌طوری که: 
  یعنی دو درایــه در مربع اول با هم دارای 

ij krb b b= = و  
نمادهای یکســان باشــند و در مربع دوم نیز همین دو درایه 
متناظر نیز دارای نمادهای یکســان باشــند )لزومی ندارد با 
 L2 و L1 نمادهای مربع اول یکســان باشــند(، در این صورت
متعامد نیستند. زیرا با روی هم قرار دادن L1 و L2 یا برهم نهی 
ij و درایة دیگری  ija b ab= آن دو، یک درایه   )S) L1 , L2  برابر 
است که نمادهای یکسانی دارند. پس L1 و 

kr kra b ab= برابر 
L2 متعامد نخواهند بود. نمایشــی از آن را در دو مربع لاتین از 

مرتبة 4 در شکل 25 مشاهده میک‌نید.

)شــکل 25( روی هم‌گــذاری یــا »کنار هم  (L .L )S
1 2

در 
گذاشتن14« شکل 25 دو مربع را مشاهده میک‌نید.

حال دو مربع لاتین شکل 27 را در نظر می‌گیریم.

شکل 25

L1=
a

a

L2=
b

b

S) L1 , L2( =
ab

ab

نتیجه:

ijL b =  2 ijL و  a .n =  1 دو مربــع لاتیــن از مرتبــة 
 ، ij kra a= ,i اگر: j, k, r n≤ ≤0 متعامدند، هــر گاه به ازای هر 

. ij krb b≠ آن‌گاه: 

مثال:
a  و   a= =11 22 1 دو مربــع شــکل 26 مفروض‌انــد و :

. پس این دو مربع لاتین متعامد نیستند.  b b= =11 22 3

شکل 26
213
132
321

شکل 26
321
213
132

321
ijL a  = 1

213
132

شکل 27
321

ijL b  = 2 132
213

، آن‌گاه:  ij kra a= . اگــر:  r, k, j, i≤ ≤0 3 بــه ازای هــر 
. پس این دو مربع لاتین متعامدند. ij krb b≠

جایگشت سطرها و ستون‌ها
اگر جای دو سطر )دو ستون( در یک مربع لاتین تعویض 
شــوند، مربع لاتین حاصل ممکن اســت با مربع لاتین اصلی 

متعامد باشد یا نباشد.
مربــع لاتین  L2   از مربع لاتین L1 با  تعویض ســطرهای 
  L2 و L1 اول و ســوم به‌دست آمده است، مشاهده میک‌نیم که

متعامداند.
شکل 28

213

L2= 132

321

321

L1= 132

213

322113

S) L1 , L2( = 113322

231231

شکل29
321

L1= 132

213

321

L2= 213

132

213

L3= 132

321

3210

L1=
2301

1032

0123

3210

L2=
0123

2301

1032

3210

L3=
1032

0123

2301

مربع‌های لاتین دوبه‌دو متعامد15 
یــک مجموعــه مربع‌های لاتیــن دوبــه‌دو متعامد یک 
مجموعه‌ای از دو یا بیشــتر از مربع‌های لاتین هم‌مرتبه است، 

به‌طوری که هر کدام با دیگری متعامد باشد.
دو مربع لاتین دوبه‌دو متعامد از مرتبة 2 و 6 را بیان کردیم 

که وجود ندارند.

هر چند مربع‌هاي 
لاتين شامل اشياي 
رياضي هستند، اما 

صورت‌هاي متفاوتي 
از آن‌ها در طراحي 

آزمايش‌ها به كار 
مي‌روند. كي طرح 

آزمايشي شامل 
تخصيص پردازش 

روي واحد آزمايش 
است.

ijL a  = 1 ijL b  = 2
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دو مربع لاتین متعامد از مرتبة 3 وجود دارند.
 L3 متعامد است؟ چرا؟ L2 یا با L1 با L3 در شــکل 59، آیا

چگونه از L1 به‌دست آمده است؟
سه مربع لاتین دوبه‌دو متعامد از مرتبة 4 وجود دارند.

مربع لاتین کاهش یافته L1 را در نظر می‌گیریم. ابتدا سطر 
چهارم را به ســطر دوم و ســطر دوم را به سطر سوم و سطر 
سوم را به سطر چهارم تبدیل میک‌نیم. مربع لاتین L2 به‌دست 

می‌آید که با L1 متعامد است.
R R R R→ → →2 2 3 4 یا R R R R→ → →2 3 4 5  

به همین ترتیب، اگر در L1 ، عمل‌های زیر را به‌طور متوالی 
انجام دهیم.

R R R R→ → →4 2 4 3

 L2 و همچنین با L1 می‌رســیم که بــا  L3 به مربع لاتین
متعامد است )شکل 31(.

از مرتبة 4 وجود دارند که آن‌ها را مشخص کردیم.

تأثیر عمل‌های روی مربع‌هــای لاتین در مربع‌های 
لاتین متعامد

جایگشت نمادها روی مربع‌های لاتین تأثیری در متعامد 
بودن آن‌ها ندارد. یعنــی اگر دو مربع لاتین هم‌مرتبه متعامد 
باشند، با انجام جایگشت نمادها روی هر کدام باز هم متعامدند.

 L3 دو مربع لاتین متعامد باشــند. اگر L3 و L1 فرض کنیم
مربعی لاتینی باشــد که از تعویض دو یــا چند نماد با همان 
جایگشت نمادها از L2 حاصل شــده باشد، آن‌گاه L1 با L3 نیز 

متعامد است.
فرض کنید در L2 ، دو نماد a و b را  تعویض کنیم. اگر هر دو 
درایه متفاوت در L1 را در نظر بگیریم که در L1L3 نیز متفاوت‌اند، 
حال اگر دو درایه یکسان مثلاً c را در L1 در نظر بگیریم، در این 
صورت در ca و cb نیز متفاوت‌اند؛ زیرا این درایه‌ها همان cb و  
ca در L2 هســتند. به‌عبارت دیگر، اگر دو درایه در L1L3 مساوی 
شــوند، در L1L2 نیز مساوی خواهند بود که متناقض با متعامد 

بودن L1L2 است.
به‌طور کلی، اگر اعمال یک جایگشت را روی تمام عضوهای 
یکــی از دو مربع لاتین متعامد انجام دهیم، باز هم در متعامد 

بودن تأثیری ندارد.
یعنی اگر L1 و L2 دو مربع لاتین متعامد هم‌مرتبه باشند و 
اعمال یک جایگشت را روی تمام عضوهای L2  انجام دهیم و 
آن را L3 بنامیــم، آن‌گاه  L1 و L3 نیز متعامدند. دلیل آن دقیقاً 

مانند قسمت قبلی است. 
نتیجه: اگرL1 و L2 دو مربع لاتین متعامد از مرتبه n باشند 
و آن‌هــا را به‌صورت اســتاندارد 'L1 و' L2  تبدیل کنیم در این 

صورت  'L1 و'L2 نیز متعامد خواهند بود.
نتیجه: در همه مربع‌های لاتین متعامد می‌توانیم فرض 

باشند. , , , n1 2 000 کنیم سطر اول همه یکسان و عددها 
دو مربع لاتین شــکل32 را در نظر می‌گیریم. آیا این دو 

مربع لاتین L1 و L2 متعامدند؟

شکل31
33221100

S) L1 , L2( =
20310213

12033021

01102332

شکل31
33221100

S) L1 , L3( =
21300312

10013223

02132031

شکل31
33221100

S) L2 , L3( =
01102332

20310213

12033021

 L3 و L2 ، L3 و L1 متعامدنــد، همچنیــن L2 و L1 چــون
متعامدند، گوییم L1 و L2 و L3 دو به دو متعامدند.

چهار مربع لاتین دوبــه‌دو متعامد از مرتبة 5 وجود دارند 
)شکل 62(.

و بالاخره حداکثر شش مربع لاتین دوبه‌دو متعامد از مرتبة 
7 وجود دارند. در حالت کلی قضیه زیر ثابت می‌شود:

1. بــه ازای هر n≤2 ، حداکثــر n-1 مربع لاتین دوبه‌دو 
متعامد وجود دارند.

در ادامه مشاهده خواهید کرد که در همة مربع‌های لاتین 
دوبه‌دو متعامد می‌توانیم فرض کنیم سطر اول همه یکسان و 

باشند. , , , n1 2 000 مثلًا عددهای 
وقتی تمام این عددها در ســطر اول باشند، خانه یا درایة 
a21 عدد 1 نمی‌تواند باشد. پس حداکثر n-1 انتخاب برای آن 

وجود دارد. 
n ، تعداد مربع‌های  ,≠ 2 6 2. به ازای هر n طبیعی کــه

لاتین دوبه‌دو متعامد بزرگ‌تر یا مساوی 2 است.
  ، q pα= 3. اگــر q-2 توانی از یک عدد p باشــد، یعنی 
آن‌گاه تعــداد مربع‌های لاتین دوبه‌دو متعامد از مرتبة q دقیقاً 

برابر q-1 است.
مشاهده کردیم که دقیقاً دو مربع لاتین دوبه‌دو متعامد از 
مرتبة 3 وجود دارد. همچنین سه مربع لاتین دوبه‌دو متعامد 

شکل 32
35241

L1=

13524

41352

24135

52413

شکل 32
52413

L2=

24135

41352

13524

35241

در L1 جایگشت ذیل را روی نمادهای عددی انجام می دهیم:
به مربع لاتین  'L1 می‌رسیم )شکل 33(. مشاهده میک‌نیم 
که L1 به یک مربع لاتین کاهش یافته 'L1 تبدیل شــده است. 
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آیا 'L1 و L2 متعامدند؟
به همین ترتیب در L2  جایگشــت زیــر را روی نمادهای 
عددی انجام می‌دهیم. به مربع لاتین'L1 می‌رسیم )شکل 35(.

آیا 'L2 مربع لاتین چرخشی است؟
آیا 'L1 و L1 متعامدند؟

را مشاهده میک‌نید.

مثال: فرض کنیم بخواهیم یکفیت پنج نوع لاستیک را که 
آن‌ها را با نمادهای 1، 2، 3، 4 و 5 نام‌گذاری کرده‌ایم، توسط 
A که هم مدل و دارای تاریخ  ,A ,A ,A ,A5 4 3 2 1 پنج اتومبیل 
ساخت یکسان هستند، به‌طور هم‌زمان در یک مسافت معین و 
در پنج روز از هفته آزمایش کنیم. طرحی ارائه دهید که طبق 
آن هر لاستیک توسط هر پنج اتومبیل و هر کدام در یک روز 

مشخص آزمایش شوند. 

 شکل 33
54321

L1' =
15432

21543

32154

43215

 شکل 34
54321

L2' =
43215

32154

21543

15432

4

2

3

5

3

1

2

4

شکل 35
5544332211

S) L'1 ,
 L'2

( =

1453423125

2312514534

3221155443

4135241352

 'L1 و'L2 را کنار هم قرار می‌دهیم. آیا  'L1 و'L2 متعامدند؟
شكل 35

روشی دیگر در ساختن مربع‌های لاتین از مرتبة فرد 
)n≤3(

ابتدا یک مربع n×n می‌سازیم. یک ضلع مربع، مثلًا ضلع 
بالایی را انتخاب میک‌نیم. اولین و آخرین مربع‌هایی را که یک 
ضلع آن‌ها روی این ضلع n×n است، رها میک‌نیم. سپس از دو 
 n , , , ,−1 000 3 2 1

2
طرف،‌ هر یک از مربع‌های دیگر را به ترتیب 

n واحد به بالا  −1
2

به بالا انتقال می‌دهیم )مربع وسطی فقط 
انتقال می‌یابد(.

این عمل را برای سه ضلع دیگر به‌طور مشابه انجام 
( ), , , , n1112 13 0001 می‌دهیم. سپس مطابق نمونه عددهای

) را در خانه‌ها قرار  )n ,n , , nn1 2 000 و...،  ( ), , , n21 22 0002 و

می‌دهیم. اکنون عدد هر خانه را به اندازة n واحد به درون 
انتقال می‌دهیم تا در خانه‌های خالی واقع شوند. آیا می‌توانید 

دلیلی برای آن بیان کنید؟ اکنون با جدا کردن عددها دو 
مربع لاتین متعامد را در شکل 36 مشاهده میک‌نید.

به همین ترتیب ساختن دو مربع لاتین متعامد از مرتبة 7 

شکل 37
D5D4D3D2D1

54321A1

15432A2

21543A3

32154A4

43215A5

بنامیم، آن‌گاه  D ,D ,D ,D ,D5 4 3 2 1 اگر این پنــج روز را 
یک طرح آزمایش می‌تواند طبق جدول شکل 37 باشد. 

مثلاً توســط اتومبیل A2 ، هر پنج لاســتیک در پنج روز 
متفاوت آزمایش می‌شوند. هر روز توسط هر پنج اتومبیل هر پنج 
نوع لاستیک آزمایش می‌شوند. بنابراین هیچ نوع لاستیکی در 
یک روز توسط دو اتومبیل آزمایش نمی‌شود. یعنی در هیچ ستون 
این جدول عدد تکراری وجود ندارد. همچنین توسط هر اتومبیل 
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در پنج روز هر پنج نوع لاستیک آزمایش می‌شود. یعنی توسط 
هر اتومبیل در هیچ دو روزی یک نوع لاستیک آزمایش نمی‌شود. 
بنابراین در هیچ سطر این جدول نیز عدد تکراری نداریم. در واقع 

این جدول یک مربع لاتین از مرتبة 5 است.
جدول شکل 38 نیز یک طرح دیگر برای همین آزمایش 
می‌تواند باشــد. هر دو جدول تمــام ویژگی‌های فوق را دارند. 
فقط تفاوت در این است که امکان دارد. آزمایش یک لاستیک 
از نظر نوع اتومبیل در روز دیگری انجام شــده باشــد و همان 

روزی نباشد که در جدول شکل 37 مشخص شده است.
واضح است که جدول‌های زیادی می‌توان برای این آزمایش 
طرح کرد. اکنون فرض کنیم بخواهیم به‌طور هم‌زمان مقاومت 
پنج نوع روغن ترمز را نیز توسط همین پنج اتومبیل در همین 
پنج روز بررســی کنیم. این روغن ترمزها را با عددهای 1، 2، 
3، 4 و 5 شماره‌گذاری میک‌نیم. شکل 39، می‌تواند یک طرح 

این آزمایش باشد.

زیادی را طرح کنیم، یا به عبارت‌ دیگر، مربع‌های لاتین زیادی 
را مشخص کنیم. در شکل 39 تعدادی از این طرح‌ها را در یک 

مربع لاتین مشاهده میک‌نید.

امــا اگر بخواهیم این دو آزمایش هم‌زمان توســط همین 
پنج اتومبیل انجام شــوند، به جدولی مانند جدول شکل 40 
نیــاز داریم که از ادغام مثلًا جدول‌های شــکل‌های 37 و 39 

به‌دست آمده است.
در این جدول هیچ دو زوج مرتب یکسان وجود ندارند. به این 
معنی که مثلاً لاستیک شمارة 2 و روغن شمارة 4 فقط توسط 

یک نوع اتومبیل و فقط در یک روز مشخص آزمایش شده‌اند.
در روز چهارم اتومبیل A4 ، لاســتیک شــمارة 2 و روغن 

ترمز شمارة 5 را آزمایش میک‌ند.

پي‌نوشت‌ها

1. latin Squares
2.Quasi groups
3.Fisher
4. Combinatorial Designs
5. Reduced Latin Square
6.Column Permutation
7.Row Permutation
8.Relabeling
9.Isotopic
10. Orthogonal Latin Squares
11. Greacolatin
12. Tarry
13. Bose, Parker and Shrikhande
14. Superimposing
15. Mutually Orthogonal latin Squares
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شکل 40
D5D4D3D2D1

)5،5()4،4()3،3()2،2()1،1(A1

)1 ،2()5 ،1()5 ،4()3 ،4()2 ،3(A2

)2 ،4()1 ،3()5 ،2()4 ،1()3 ،5(A3

)3 ،1()2 ،5()1 ،4()5 ،3()3 ،2(A4

)4 ،3()3 ،2()2 ،1()1 ،5()5 ،4(A5

شکل 38
D5D4D3D2D1

54321A1

43215A2

32154A3

21543A4

15432A5

شکل 39
D5D4D3D2D1

54321A1

21543A2

43215A3

15432A4

32154A5

توسعة منظم مربع‌های لاتین به‌وسیلة اویلر در 
سال 1779 شروع شد و توسط کیلی )1890 
ـ 1877( در مورد جدول عمل روی گروه‌ها 
بهک‌ار برده شد. چون اویلر برای نام‌گذاری این 
مربع‌ها از حروف لاتین استفاده میک‌رد، به 
همین دلیل این مربع‌ها به نام مربع‌های لاتین 
معروف شدند

اگر می‌خواســتیم روغن ترمزها را به‌طور جداگانه مستقل 
از لاستیک‌ها آزمایش کنیم، مانند فوق می‌توانیم جدول‌های 
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